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七道⽇本寺廟幾何問題

養不教，父之過
教不嚴，師之惰

王應麟 《三字經》



本集內容
1. 討論七道⽇本寺廟幾何的相關問題
2. 這些問題分成三節
3. 第⼀節介紹⼀個預備定理和問題1與2
4. 第⼆節討論問題3和4
5. 第三節、也是最⻑的⼀節，講解問題5、6和7
6. 除了問題5、6和7之外，其它問題都很簡單；
問題5到7會⽤到拋物線的基礎知識
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問題相關性
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預備定理

問題1

問題2

問題 5

問題 7

問題 6 問題4

問題3

第⼀節

第⼆節

第三節



第⼀節
預備定理和問題1與2
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預備定理

假設有兩個圓，圓⼼分別是O1和O2
⽽半徑分別是r1和r2 ，這兩個圓和直線
在A與B處相切

這兩個圓互切的充分必要條件是線段
AB的⻑度為

r1
r2

O1

O2

A B

1 22d r r= ×

d
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証明

(Þ) 假設這兩個圓互切，線段O1O2的
⻑度為r1+r2

因為Δ O1O2C為直⻆三⻆形，我們得到：
r1

r2

O1

O2

A B

C

d

r1 – r2

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 1

1 2

( ) ( )

2 2
4

d r r r r

r r r r r r r r

r r
r r

= + - -

= + - - ´ + + -

=

=

C是從O2到直線O1A的垂⾜
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証明

(Ü) 反之，若     我們有：

       所以兩圓互切

r1
r2

O1

O2

A B

C

d

r1 – r2

1 22d r r=

( )

( )
( )

2 2 2
1 2 1

2
2

1 2 1 2

2 2
1 1 2 2 1 2

2 2
1 1 2 2

2
1 2

( )

( ) 2

2 4

2
( )

OO OC d

r r r r

r r r r r r

r r r r
r r

= +

= - +

= - + +

= + +

= +

C是從O2到直線O1A的垂⾜
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問題1
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問題1

有三個圓半徑分別是r1， r2 和 r3 （⾒
左圖），⽤r1和r2表示r3。

r1
r2

r3
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q 令三圓和直線的切點為 A, B和C
（⾒左圖）

q 因為半徑為 r1的圓和半徑為 r3的圓
相切，從預備定理得到  。

q 因為半徑為 r2的圓和半徑為 r3的圓
相切，從預備定理得到  。

q 因為半徑為 r1的圓和半徑為 r2 的圓
相切，從預備定理得到  。

r1
r2

r3
A BC

1 32AC r r=

2 32BC r r=

1 22AB r r=

解答
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q 因為              ，我們得到                

q 等式兩邊各除以 得到期望的
結果：

q 所以，三圓中半徑為 r3的最⼩圓的
半徑為：

r1
r2

r3
A BC

AB AC CB= +

1 2 1 3 2 32 2 2r r r r r r= +

1 2 32 r r r

3 1 2

1 1 1
r r r
= +

( )

1 2
3

1 2

1 2
3 2

1 2

r r
r

r r
r rr
r r

=
+

=
+

解答
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問題2
問題1的延伸
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q 若圓 Oa和圓 Ob （半徑分別為 a 和
b ）外切，並和直線在 A 和 B 相切。

a

b

r1

…
r2rnA B

Oa

Ob

圓 Oa和圓 O b以及公切線唯⼀
地定出⼀個半徑為 r1 的圓 R1 。

圓 Oa ，R1 和直線 AB ⼜唯⼀
地定出另⼀個圓 R 2 。

從 Oa ，R2 和 AB⼜有圓 R3 。

其它的圓 R4, R5, …, Rn 等等
可以⽤同樣⽅式作出來。R1R2Rn
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q 從圓 Oa 和 Ob 以及直線 我們得
到圓 R1 ，從圓 Oa 和 R1 以及直
線    ⼜有圓 R2。

q 如此以往，我們可以作出圓 R1, 
R2, R3, … , 以及圓 Rn等等。

a

b

r1

…
r2rnA B

Oa

Ob 問題:
⽤圓 Oa和圓Ob 的半
徑（也就是 a 和 b ）
表示圓 Rn 的半徑。

R1R2Rn

AB


AB
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q 從問題1我們知道：

a

b

r1A B

Oa

Ob

觀察: 1/3

1

1 1 1
r a b
= +

R1
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q 第⼆個圓 R2 的半徑r2 是由圓 Oa和
圓 R1 決定的：

a

r1A

Oa 觀察: 2/3

2 1

1 1 1

1 1 1

2 1

r a r

a a b

a b

= +

æ ö= + +ç ÷
è ø

= +

R1

r2

R2
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q 第三個圓 R3 的半徑 r3 則由圓 Oa
和圓 R2 決定：

a

A

Oa 觀察: 3/3

R3

r2r3

R2

3 2

1 1 1

1 2 1

3 1

r a r

a a b

a b

= +

æ ö= + +ç ÷
è ø

= +
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q 以上的觀察指出 rn 的下標和 Öa 這
⼀項的分⼦有密切關係。

q 所以，我們有以下的結論:

a

A

Oa 結論

R3

r2r3

R2

圓 Rn 的半徑 rn為
1 1

n

n
r a b
= +
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q 我們⽤數學歸納法証明這個結論：

a

b

r1

…
r2rnA B

Oa

Ob

數學歸納法

ü基礎, n = 1:
   

ü 假設結論在 n 時為真：

   
    於是 Rn+1 的半徑為

1

1 1 1
r a b
= +

1 1

n

n
r a b
= +

1

1 1 1 1 1

1 1
n n

n
r a r a a b

n
a b

+

æ ö= + = + +ç ÷
è ø

+
= +



第⼆節
問題3 和 問題4
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問題3
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q 假設有⼀個圓⼼為 O半徑為 r的圓O 、
⼀道弦、以及⼀個和 O在北極相切
⼜和弦在弦的中點相切的圓 O1 。

q 圓 O2和圓O 、圓 O1和弦相切。
q ⼜圓 O3和圓 O 、圓 O2和弦相切。
q 假設圓 O1 、圓 O2和圓 O3的半徑

分別是 r1 、 r2 和 r3 。

問題

r2

r1

r3

O1

O2

O3

O

O
O1 O2

O3

⽤ r1 和 r3 表示 r 。

r
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1. 圓 O1 和它的半徑 r1 是由已知的圓
O 和弦唯⼀決定的

2. 圓 O2 和它的半徑 r2 是由已知的圓
O 、圓 O1 和弦唯⼀決定

3. 同樣地，圓 O3 和它的半徑 r3 是由
已知的圓 O 、圓 O1 、圓 O2和弦
唯⼀決定

4. 所以，圓 O1 、O2 和 O3 息息相關
5. 結果是，知道了O1 和 O 之後，應

該就可以求出 O2

討論

r2

r1

r3

O1

O2

O3

O

O
O1 O2

O3

r
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q 從每⼀個圓的圓⼼往弦作垂線，令
垂⾜為 U, V 和 W （⾒左圖）。

q 由預備定理，線段 UV 和線段 VW 
的⻑度分別是    和  。

q 因為 r1, r2 和 r3 是 r 的函數，我們可
以從這個四個參數的關係中消除 r2 。

q 換⾔之，我們找出 r, r1 和 r2 的關係，
也找出 r, r1, r2 和 r3 的關係，然後從
這兩個關係中消去 r2 ，就會得到期
望的結果。

觀察

r2

r1

r3

O1

O2

O3

O

O
O1 O2

O3

r
U V W

1 22UV rr= 2 32VW r r=

1 22 r r 2 32 r r
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q ⽤ r 和 r1 表示 r2
ü 從 O2 向直線 作垂線，令垂⾜

為 A。
ü 我們得到：

ü 因為 ΔOAO2 是個直⻆三⻆形，
我們有：

第⼀部分: 1/2

r-2r1+r2

r-2r1 r

r2

r1

r-r2

O1

O2
A

O

O
O1 O2

( )1 2

2 1 2

2 2

2

2

OA r r r

AO r r

OO r r

= - +

=

= -

( )

2 2 2

2 2
2

2 2
2 1 2 1 2( ) ( 2 ) 2

OO OA AO

r r r r r r r

= +

- = - + +

r2r2

r 1OO
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q ⽤ r 和 r1 表示 r2
ü 經過⼀些計算後得到：

第⼀部分: 2/2

r-2r1+r2

r-2r1 r

r2

r1

O1

O2
A

O

O
O1 O2

( )
( )

2
2 2

2 1 2 1 2

2 2 2 2 2
2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2
2 1 1 2

2
2 1 1

2
2 1 1

1 1
2

( ) ( 2 ) 2

2 4 4 2 4 4

2 4 4 2
4 4 4

( )

r r r r r r r

r rr r r r r rr rr r r r r

rr r rr rr
rr rr r
rr rr r

r r rr
r

- = - + +

- + = + + - + - +

- = - +

= -

= -
-

=

r2r2

r-r2

r

這道式⼦會在問題4中⽤到
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q ⽤ r, r1和 r3 表示 r2
ü 這部分的概念和第⼀部分相同
ü 從 O3 往直線 作垂線，令垂⾜

為 B
ü 於是我們有

ü 因為 ΔOBO3是直⻆三⻆形，這
得到have:

r-2r1

r

r3

r2

r1

r3

r-r3

O1

O2

O3
B

O

O
O1 O2

第⼆部分: 1/2

( )1 2 2 3 2 1 32 2 2r r r r r r r+ = +

( )

( )
1 3

3 2 1 3

3 3

2

2

OB r r r

BO r r r

OO r r

= - +

= +

= -

( )( )

2 2 2

3 3
2

2 2
3 1 3 2 1 3( ) ( 2 ) 2

OO OB BO

r r r r r r r r

= +

- = - + + +

r-2r1+r3

1OO
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q ⽤ r, r1和 r3 表示 r2

第⼆部分: 2/2

( )( )
( )

[ ] [ ]

( )
( )( )

( ) ( )
( )

2
2 2

3 1 3 2 1 3

2
2 2

2 1 3 3 1 3

3 1 3 3 1 3

1 3 1
2

2 1 3 1 3 1

1 3 1 3 1

2 1 3 1 1 3

1 1 3
2

1 3

( ) ( 2 ) 2

4 ( ) ( 2 )

( ) ( 2 ) ( ) ( 2 )
(2 2 )(2 2 )

( )( )

( )

( )

( )

r r r r r r r r

r r r r r r r r

r r r r r r r r r r
r r r r

r r r r r r r

r r r r r r

r r r r r r r

r r r r
r

r r

- = - + + +

+ = - - - +

= - - - + × - + - +

= - -

+ = - -

é ù= - + -ë û

+ = - -

- -
=

+

r2 只在這⼀項中出現

a2-b2 = (a+b)(a-b)

( ) ( ) ( )( )2 2

1 3 1 3 1 3 1 3r r r r r r r r- = - = - +

這是期望的結果
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q 消去 r2.

r-2r1

r

r3

r2

r1

r3

r-r3

O1

O2

O3
B

O

O
O1 O2

第三部分

( )1 2 2 3 2 1 32 2 2r r r r r r r+ = +

r-2r1+r3

( )1 1 31 1
2

1 3

1 31

1 3

1 3
1

1 3

( )( ) r r r rr r r r
r r r

r rr
r r r

r r
r r

r r

- --
= =

+

-
=

+

+
= ×

-

第⼀部分
第⼆部分

最終結果
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問題4
問題3的⼀個變形



31

q 就像上⼀題，我們有⼀個圓 O 、圓
⼼為 O 半徑為 r ，還有⼀道弦 。

q 圓 O1 （圓⼼為 O1 、半徑為 r1 ）和
圓 O 在北極相切、⼜和弦 在它
的中點C 相切。

q 圓 O2 （圓⼼為  O2 、半徑為 r2 ）
和 O, O1 ,      相切。

q 令 d 為線段 ⻑的⼀半。
q ⽤ r 和 r2 表示 d 。請注意，並沒⽤

到 r1  。

問題
r1

O1

O2

O

O
O1 O2

r2

r

A B
d

AB

AB

AB
AB

C
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q 問題3中 r2 是⽤做找出 r 的中間站。
q 在這個問題， r1 是⽤來做中間站。

也就是說，我們找出 r, r1 和 r2 的
關係，再找出 r, r1 和 d 的關係

q 然後消去 r1 ！
q 從上⼀題的第⼀ 部分，r, r1 和 r2 之

間的關係為：

解答: 1/2
r1

O1

O2

O

O
O1 O2

r2

r

A B
d

2
2 1 1rr rr r= -

C
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q ΔOCB 是個直⻆三⻆形， ÐC 是90
度

q 所以，我們得到

q 因為我們有   和 ，
所以

解答: 2/2
r1

O1

O2

O

O
O1 O2

r2

r

A B
dr-2r1 r

C ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

22 2
1

1 1

1 1

2
1 1 1 1

2

2 2

2 2

4 4

d r r r

r r r r r r

r r r

r r r rr r

= - -

= - - + -

= -

= - = -
2

2 1 1rr rr r= - 2
24d rr=

22d rr=

24AB rr=

問題7會⽤到此式



第三節
問題5、6和7
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問題5
稍具挑戰性
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a

b

A B

Oa

Ob

我們會談到什麼
q 假設 A 和 B 是直線 上的兩個固

定點
q 給定任意半徑為 a 的圓 Oa ，我

們可以唯⼀地作出半經為 b 的圓
Ob （和圓 Oa 在直線    同側）滿
⾜下列條件：

AB


üOa和 Ob 互切
üOa 和 Ob與直線
   分別在 A 與 B 相切

AB


Or

每⼀組 Oa 和 Ob 唯⼀地決定了
⼀個圓 Or ，它與 Oa, Ob 、和

       相切AB


問題：找出這些圓 Or 的關係 AB




37
A B

當圓 Oa 愈來愈⼤，圓 Ob 就愈來愈⼩，⽽圓 Or 也愈變愈⼩

固定點

Oa Ob

Or
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q 當圓 Oa 變⼤時，圓 Ob 會變⼩
q 當圓 Oa 變⾮常⼤時，圓 Ob 變極

⼩⽽趨於⼀點（固定點 B )
q 若圓 Oa 和圓 Ob 等半徑，圓 Or 就

是最⼤的
q 從問題1得到

     
      於是最⼤的圓 Or 的半徑 r 為：

A B

a b

r

1 1 1 2
r a b a
= + =

4 4
a br = =

觀察

Oa Ob

Or
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q 每⼀組圓 Oa 和 Ob 都唯⼀地決定
了⼀個圓  Or

q 因為有無限多組圓 Oa 和圓 Ob ，
我們也有無限多個圓 Or

q 請注意到 A 和 B 是固定點的假設
q 若 A 和 B 固定，試找出圓群 Or 彼

此間的關係

A B

a
br

問題

Oa

Ob

Or
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q 當圓 Oa 變⼤時，圓 Ob 變⼩
q 反之，當圓 Ob 變⼤時圓 Oa 變⼩
q 所以，由圓 Oa 、圓 Ob 和圓 Or 構

成的三圓組是對稱的；換⾔之，它
們以經過線段 的中點 O 垂直於
直線 的直線對稱

q 為⽅便起⾒，令線段 的⻑度為 
2d ，於是從該線段中點到兩端的距
離          就都是 d

A B

a

b

分析: 1/3

OC

AB


AB

2d

d

AB

OB OA=

Oa Ob

Or
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q 因為對稱性，我們只討論右邊從 O 
到 B 的部分

q 問題：若已知⼀段到 O 的距離 x ，
是否可以作出⼀個圓 Or ，使得它
能夠和圓 Oa 以及圓 Ob 相切？

q 換⾔之，找出圓 Or 的半徑 r ，使得
我們可以作出互切的圓 Oa 和圓 Ob ，
它們和直線     切於 A 和 B 、也和
圓 Or 相切！

q 若能在每⼀個 x 值之下都能找出圓
Or ，這些圓的中⼼的軌跡為何？d

x

r = r(x)O B
d/4

d/2 Od/4

Or(x)
AB


最⼤圓 Or 的半徑為
r = d/4

分析: 2/3
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q 我們會證明：
ü 所有作出的圓的中⼼在⼀條拋物

線上
ü 所有的這些圓都和某⼀個共同的

圓相切

d
x

r = r(x)O B
d/4

d/2 Od/4

Or(x)

最⼤圓 Or 的半徑為
r = d/4

分析: 3/3
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q 令兩個固定點為 A 與 B ⽽且
q 令從圓 Or 的切點到線段 中點 O

的距離為 x

d d - xx2d

a

b
rOA B

2AB d=
AB

已知 x ，找出 r 使得
Oa 和 Ob 與直線     在
A 和 B 相切，⽽且圓
Oa, Ob和 Or兩兩相切、
也和直線     相切

Oa

Ob

Or

AB


AB
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q 從圓 Oa 和圓 Or 得到（預備定
理）：

d d - xx2d

a

b
rOA B

2

2

d x a r
d xa
r

+ = ×
+

=Oa

Ob

Or 找出 a 使得圓 Oa 和
圓 Or 相切、⽽且圓 Oa
和直線    在 A 相切AB
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q 從圓 Ob 和圓 Or 得到（預備定
理）：  

d d - xx2d

a

b
rOA B

2

2

d x b r
d xb
r

- = ×
-

=

Or

Oa

Ob

找出 b 使得圓 Ob 和
圓 Or 相切、⽽且圓 Ob
和直線    在 B 相切AB
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q 從圓 Oa 和圓 Ob 得到：

d d - xx2d

a

b
rOA B

2 2d a b

d a b a b

= ×

= × = ×

2

2

d xa
r

d xb
r

+
=

-
=

我們前⾯得到

Oa

Ob

Or
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q 最後我們得到期望的結果：

d d - xx2d

a

b
rOA B

( )

( )

2 2

2 2

2 2
1
4
1
4

d a b
d x d x
r r

d x
r

r d x
d

= ×

+ -æ öæ ö= ç ÷ç ÷
è øè ø

= -

= -

Oa

Ob

Or 這就是期望的圓 Or 的半徑 r ，
使可以作出滿⾜條件的 Oa 、和Ob

會在問題7使⽤此式



48

q 在直⻆座標下，拋物線的⽅程式是

      
ü F = (0, f) 這個點是焦點 (focus)
ü y = -f 這條線是準線 (directrix)
ü (0,0) 是頂點 (vertex)
ü 若 f > 0 （或 f < 0 ），開⼝向上

（或向下）
ü 從拋物線上任⼀點 P 到準線的距

離和到焦點的距離相等

21
4

y x
f

=

(0, )F f=

y f= -

P

21
4

y x
f

=

複習拋物線

頂點

焦點

準線
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q 前⾯得到如下的⽅程式

q 若橫軸是上式的 x 、縱軸是 r
q 這個拋物線的開⼝向下、和橫軸在 

(±d, 0) 相交、和縱軸在 (0,d/4) 相交
q 若把拋座標縱向平移-d/4 ，⽅程式

就變成 r = -x2/(4d) 
q 所以，焦⻑（ focal length，從焦點

到頂點的距離）就是 d ！

準線

r
( )2 21

4
r d x

d
= -

x( ,0)d
BO

(0,0)
(0, / 4)dV 頂點

( ,0)d-
A

焦點
F

30,
4
dæ ö-ç ÷

è ø
拋物線

d

複習拋物線
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q 讓我們不⽤座標找出焦點、頂點和
準線

q 我們知道圓的中⼼的軌跡會通過 B
（圓 Or 的半徑為 0 ）、也會經過 V 
（圓 Or 的最⼤半徑是 d/4 ）。

q 這個拋物線的焦點和準線何在 ?
q 假設焦點是 F 。從頂點 V 到 F 的距

離和從頂點到準線相等

d/4

d/4
d/2

t

?

d

F (焦點)

V (頂點)

準線

B
O

圓

拋物線

t

?
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q 假設從 O 到焦點 F 的（未知）距離
為 t （⾒左圖）

q 於是，從頂點 V 到焦點 F 的距雖是 
t + d/4

q 當然，從頂點 V 到準線的距離也是 
t + d/4

q 由此⽽得從直線  到準線的距離
是

q 因為 B 在拋物線上，從焦點 F 到 B
的距離等於從 B 到準線的距離 t + 
d/2

q 剩下來就是如何找出 t 從⽽算出 k

d/4

d/4
d/2

t

k = ?

d

B
O

t

k = ?t + d/4

t + d/4

OB


( )/ 4 / 4 / 2t d d t d+ + = +

圓

拋物線

F (焦點)

準線

V (頂點)
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q 因為 ΔFOB 是個直⻆三⻆形，我們
有

q 因為 k = t + d/2 ，上式變成

d/4

d/4
d/2

t

k = ?

d

B
O

t

k = ?
2 2 2k t d= +

2
2 2

2
2 2 2

2

2

4
3
4
3
4

3 5
2 4 2 4

dt t d

dt td t d

td d

t d

d dk t d d

æ ö+ = +ç ÷
è ø

+ + = +

=

=

= + = + =
這就是我們要的結果

t

d/2

圓

拋物線

準線

F (焦點)

V (頂點)
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q 圓 Or 的圓⼼在⼀條拋物線上，並
且具有下列特性:

ü 頂點為 V ，這是最⼤的圓 Or 的
圓⼼所在

ü 焦點為 F ，它到頂點 V的距離為
(5/4)d 

ü 準線是⼀條和直線 垂直、並
且到頂點 V 的距離為 (5/4)d 的直
線

d/4

d/4
d/2

t

k = (5/4)d

d

B
O

t

k = (5/4)d

x

這是到⽬前為⽌的結果

VF


圓

拋物線

準線

F (焦點)

V (頂點)
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q 考慮⼀個圓 Or ，它的中⼼ P 在拋
物線上並且和直線 相切

q 假設直線     和圓 Or 在 Q 相交（⾒
左圖）

q 因為 P 在拋物線上，我們有          ，
此地 S 是從 P 到準線的垂⾜。因此
我們有：

d/4

d/4
d/2

(3/4)d

(3/4)d (5/4)d

d

r

r

(5/4)d(5/4)d

P
B

O

Q

S

(3/4)d

d/2

OB


FP


FP PS=

the distance between the directrix and 

constant3 1 5
4 2 4

FQ FP PQ PS

O

d

B

r

d d

= + = +

=

= + = =



圓

拋物線

準線

F (焦點)

V (頂點)

直線 和準線之間的距離OB


常數
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q 它是說 Q 在以中⼼為 F 半徑為
(5/4)d 的⼀個圓上！

q 這也表示圓 Or 和上述的圓在 Q 相
切

q 已知兩個點 A 和 B ，任意⼀組互切
並且和直線 在 A 和 B 相切的圓
Oa 和圓 Ob 都唯⼀地決定了⼀個和
圓 Oa 和圓 Ob 互切並且和直線
相切的圓 Or 。圓 Or 的中⼼在⼀條
拋物線上，⽽且所有的圓 Or 都和
⼀個固定的圓相切，這個定圓經過
A 和 B 、⽽且圓⼼在拋物線的焦點。

d/4

d/4
d/2

(3/4)d

(3/4)d (5/4)d

d

r

r

(5/4)d(5/4)d

P
B

O

Q

S

(3/4)d

d/2

5constant
4

FQ d= =

AB


AB


意義何在?

圓

拋物線

準線

F (焦點)

V (頂點)

常數
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問題6
問題3的⼀個變形
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q 從圓 O 和另⼀個和圓O相切以及在
弦的中點相切的圓 O1 ，可以作出
⼀個和圓 O 、圓 O1 以及弦相切的
圓 O2，從圓 O2 ⼜可以作出第三個
圓 O3 使得

ü O1, O2 和 O3 都和圓 O與弦相切
ü 圓 O2 和圓 O1 與圓 O3 外切

q 於是，圓 O 的半徑 r 可以⽤圓 O1
和圓 O3 的半徑算出來。

問題3

r2

r1

r3

O1

O2

O3

O

O
O1 O2

O3

r
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q 如果不⽤圓 O2 就可以算出圓 O 的
半徑，那麼給定任何的圓 O3 ，我
們仍然有類似的結果嗎？

q 答案是肯定的，⽽且使⽤的技巧還
很類似

q 我們會⽤半徑 r1 和 r3 表示半徑 r
q 然後圓⼼ O 就可以定出來了
q回想⼀下：那些和圓 O 以及弦相

切的圓 On 的圓⼼在⼀條拋物線上
q 這條拋物線的頂點和焦點分別在 O1

和 O

問題

r

r3

r1

O1

O3

O

O
O1

O3

r3 < r1
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q 令圓 O 的圓⼼和半徑為 O 和 r
q 令和 O 與弦在它的中點相切的圓為

O1 、圓 O1 的圓⼼和半徑分別是 
O1 和 r1

q 另⼀個和圓 O 以及弦相切的圓為
O3 ，圓⼼和半徑分別是 O3 和 r3

q 圓 O1 和圓 O3 為已知，圓 O 的圓
⼼ O 和半徑 r 則由圓 O1 和圓 O3 
算出

q 從 O3 向直線     作垂線，令垂⾜為 
C

q ⽤ x 表示從 O3 到 C 的距離

使⽤到的符號

r

r3

r1

r-r3

O1

O3C

O

O
O1

O3

r3

r-2r1r-2r1+r3
x

1OO


r3 < r1



60

q 因為 ΔOCO3 是直⻆三⻆形，所以

q 我們⼜有

q 所以結果是

証明: 1/2

r

r3

r1

r-r3

O1

O3C

O

O
O1

O3

r3

r-2r1r-2r1+r3

2 2 2

3 3OO OC CO= +

( )
3 3

1 3

3

2

OO r r

OC r r r

CO x

= -

= - +

=

( ) ( )2 2 2
3 1 32r r r r r x- = - + +

x

r3 < r1
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q 我們做幾步簡單的計算

q 所以半徑 是：

q 圓⼼ O 是在和弦上的切點相距 r-2r1 
的⼀點：

証明: 2/2

r

r3

r1

r-r3

O1

O3C

O

O
O1

O3

r3

r-2r1r-2r1+r3
x

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )( )

2 22
3 1 3

3 1 3 3 1 3

1 3 1

1 3 1

2

2 2

2 2

4

x r r r r r

r r r r r r r r r r

r r r r

r r r r

= - - - +

= - - - + × - + - +é ù é ùë û ë û
= - × -é ù é ùë û ë û
= - -

( )
2

1
1 3

1
4

r x r
r r

= +
-

( )

( )

2
1 1 1

1 3

2
1

1 3

12 2
4

1
4

r r x r r
r r

x r
r r

é ù
- = + -ê ú-ë û

= -
-

a2 – b2 = (a - b)(a + b)

r3 < r1

問題7會⽤到這個結果
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q 前⾯講過：和圓 O 與弦相切的圓的
圓⼼軌跡是⼀條拋物線

q 這事實仍然成⽴，縱使是 O3 是個
任意圓（假設 r3 < r1 成⽴）

q 令 L 是⼀條和弦平⾏、距離為 r 的
直線，於是從 L 到已知圓 O 的北
極的距離就是 r-2r1

q 這樣，我們有從 O3 到 L 的距離和
從 O3 到 O 的距離相等的結果（都
是 r-r3）

拋物線: 1/2

r
r3

r1

r-r3

O1

O3

O

O
O1

O3

r-2r1

r-r1

x

r-r1

r

r-2r1

L

r3 < r1
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q 因為 O3 是個（和 O 以及弦相切
的）任意的圓，⼜因為從 O3 到直
線 L 的距離和從 O3 到 O 的距離相
等，於是 O3 在⼀條拋物線上

q 這條拋物線的頂點、焦點和準線分
別是 O1 ，O 和 L

拋物線: 2/2

r
r3

r1

r-r3

O1

O3

O

O
O1

O3

r-2r1

r-r1

x

r-r1

r

r-2r1

L

r3 < r1
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問題7
問題5的反⾯（逆定理）



65

q 給定⼀個圓 O 和弦  ，在什麼
情況下我們可以成功地作出合條件
的圓 Oa 、圓 Ob 和圓 Or 的三圓
組？

q 更精確地說，若圓 Or 和圓 O 與弦
相切，在什麼情況下我們可以作出
圓 Oa 和圓 Ob 滿⾜下列條件？
Ø 圓 Oa 和圓 Ob 和直線     在 A 

和 B處相切
Ø 圓 Oa 、圓 Ob 和圓 Or 相互外切

問題

r

r3

r1

r-r3

O1

O3

A

O

O
O1

O3

r3

r-2r1r-2r1+r3

x

r3 < r1

2AB d=

B

AB


d

C



66

q 我們把問題6的圖抄過來
q 圖中的圓 O3 就是問題中的圓 Or
q 把問題再說⼀次：

Ø 給定圓 O3 ，我們能否找出圓
Oa 和圓 Ob 使得 Oa 和 Ob 分別
在 A 與 B 和直線     相切

Ø 圓 O3 、圓 Oa 和圓 Ob 兩兩外
切

分析: 1/3

r

r3

r1

r-r3

O1

O3

A

O

O
O1

O3

r3

r-2r1r-2r1+r3

x

r3 < r1

B

d

C

AB
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q 從問題4我們得到:

q 所以我們有

q 再從問題6得到:

q 解出 r3 就是

分析: 2/3

r

r3

r1

r-r3

O1

O3

A

O

O
O1

O3

r3

r-2r1r-2r1+r3

x

r3 < r1

B

d

C

( )2
1 14d r r r= -

2

1
14
dr r
r

- =

( )( )

( )

( )

2
1 3 1

2

1 3
1

2
1 3

1

4

4
4

x r r r r

dr r
r

d r r
r

= - -

= -

-
=

2 2

3 1 2

d xr r
d

æ ö-
= ç ÷

è ø

我們得⽤ r1 、 d 和 x 表示 r3
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q 在問題5中，我們證明了：給定距離
x 之下， 若能找到圓 Oa 和圓 Ob 、
使得它們分別在 A 與 B 和直線
相切、⽽且也和圓 Or （也就是此
地的圓 O3 ）相切，於是半徑 r3 必
定滿⾜下⾯的條件：

q 這兩個 r3 必定相同：

q 解出 r1 就得到：

分析: 3/3

r

r3

r1

r-r3

O1

O3

A

O

O
O1

O3

r3

r-2r1r-2r1+r3

x

r3 < r1

B

d

C

( )2 2
3

1
4

r d x
d

= -

AB


( )
2 2

2 2
3 1 2

1
4

d xd x r r
d d

æ ö-
- = = ç ÷

è ø

1 4
dr =

能夠產⼀個三圓組 Oa 、Ob
和 Or3 的半徑 r3

這個 r1 可以讓兩個算出的
r3 版本相等
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q 若圓 O1 的半徑 r1 是四分之⼀的 d
（也就是 r1 = d/4 ），任何和圓 O 
以及直線     相切的圓 O3 都可以導
出滿⾜下列條件的圓 Oa 和圓 Ob ：
Ø Oa 和 Ob 分別和直線    在 A 和

B 相切
Ø Oa 和 Ob外切
Ø O3 和圓 Oa 以及圓 Ob 外切

q 所以，這可以算是問題5的逆定理

結論

r

r3

r1

r-r3

O1

O3

A

O

O
O1

O3

r3

r-2r1r-2r1+r3

x

r3 < r1

B

d

C

AB


AB
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總結
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CV
CV

CV

CV

O

V
A B

拋物線

圓

Oa

Ob

Or

固定點

已知直線

⼀對互切並且和直線在 A 和 B 相切的圓

焦點

/ 4 / 2AB d=

在下圖中，若已知直線     上 A 和 B 兩定點，圓 Oa 和圓 Ob
是互切的兩個圓並且⼜和直線 在 A 和 B 相切，這兩個圓
唯⼀地決定了第三個圓 Or ，它和圓 Oa 、圓 Ob 和直線
相切。圓 Or 的中⼼在⼀條拋物線上，⽽且和⼀個定圓相切。

AB


AB


/ 2d AB=

d

/ 4d
這是最⼤圓 Or 的半徑

準線

AB


這個圓 Or 和圓 Oa 、圓 Ob
以及直線 相切AB
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CV
CV

CV

CV

O

V

Ob

Or

反之，已知⼀個圓 O 和它的⼀條弦     ，我們知道所有和
O以及 相切的圓的圓⼼在⼀條拋物線上。若取任⼀和
O 以及弦相切的圓 Or ，能否作出圓 Oa 和圓 Ob使得它們
互切、並且和圓 Or 相切⼜和直線 在 A 和 B 相切呢？

答案：肯定的，但條件是最⼤的和圓 O 與弦相切的圓的半
徑是1/8的弦⻑（也就是 ）

AB

AB


AB


/ 4 / 8r d AB= =

BA

d

/ 2d AB=

Oa

/ 4 / 2AB d=A/ 4d

拋物線

這個圓 Or 和圓 Oa 、圓 Ob
以及直線 相切AB



固定點

焦點

這是最⼤圓 Or 的半徑

已知直線

圓

準線

⼀對互切並且和直線在 A 和 B 相切的圓



73

已知直線上兩定點 A 和 B 並且 / 2d AB=

最⼤圓 Or 的半徑為 d/4 

所有 Or 都和⼀個定圓相切⽽且圓⼼在⼀條拋物線上

1
d

d/2

C(Oa, Ob, Or | A, B) 存在

C(Oa, Ob, Or | A, B) 表⽰所有由圓 Oa 、圓 Ob 和圓 Or 構成的三圓組，
它們滿⾜ (1) Oa和 Ob 互切， (2) Oa 和 Ob 和直線 在 A和 B 相切
⽽且 (3) Or 和 Oa 、 Ob 以及直線 相切AB

 AB




我們學到了什麼?

q我們討論了七道相關的⽇本寺廟幾何問題
q所有的問題有⼀共同特⾊：找出某個和⼀些互切
的圓相切的圓的半徑
q在某些情況下，滿⾜條件的圓的圓⼼在⼀條拋物
線上。我們也複習了拋物線的⼀些最基本知識。
q⽇後我們還會⾒到類似、但更富挑戰性的題⽬。
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