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程式寫作講堂
EP01: 從兩個已經排好⼤⼩的陣列中尋找等值對

需要一間十分差的學校才能毀掉一位好學生
但是

卻要⼀間極好的學校才能救起⼀位差學⽣

Dennis J. Frailey
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本集內容
§我們討論⼀道很簡單的程式設計習題，我們會
Ø從⼀個初學者都可能會想到的粗淺解法開始
Ø進步到使⽤⼀點最基本資料結構的較快解法
Ø最後到達⼀個最佳解答
Ø每⼀種解法都會⽤⽐較次數衡量該解法的效率
Ø也會討論到⼀些改良

§影⽚說明欄有這系列影⽚的網⾴、您可以從該處下載
投影⽚和程式



何謂等值對？
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已知兩組資料 X = { x1, x2, …, xm} 和 
Y = { y1, y2, …, yn}, ⼀組 等值對 就是在

X 中的⼀個 xi 和在 Y中的⼀個 yj 
它們的值相等 xi = yj。



問題
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已知兩個陣列 x[ ] 和 y[ ]，
每⼀個陣列都包含了⼀組⾃⼩到⼤排好、

⽽且互不相等的整數，
請寫⼀個C（或⽤任何其它語⾔）程式，

找出這兩個陣列之間的所有等值對。
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粗淺的想法: 1/5
1. 假設 x[]和 y[]各有 m 和 n 
  個數
2. 粗淺的想法可能如此：

a) 對每⼀個 i ⽽⾔，拿 x[i]
  和每⼀個 y[j] ⽐較。
b) 若相同，就找到⼀組
    等值對。

int x[m], y[n];

for (i = 0; i < m; i++) {
   for (j = 0; j < n; j++) {
      if (x[i] == y[j]) {
         // an equal pair found
         // report it
      }
      else {
         // not an equal pair
         // perhaps do nothing
      }
   }
}
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粗淺的想法: 2/5
1. 若 x[i] 和 y[j] 不相等，
    當然不必做任何事。
2. 於是，else 部分就是空⽩，
    我們⽐下⼀組，也就是 x[i]
  和 y[j+1]。

int x[m], y[n];

for (i = 0; i < m; i++) {
   for (j = 0; j < n; j++) {
      if (x[i] == y[j]) {
         // an equal pair found
         // report it
      }
      else {
         // not an equal pair
         // perhaps do nothing
      }
   }
}
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粗淺的想法: 3/5
1. 若 x[i]和 y[j]相同，
    我們得紀錄這⼀組。
2. 在 then 部份，我們得保存
    i 和 j 的值，並且把⼀個
    “計數器”加1。然後，再接著
    ⽐下⼀組 x[i]和 y[j+1]。

int x[m], y[n];

for (i = 0; i < m; i++) {
   for (j = 0; j < n; j++) {
      if (x[i] == y[j]) {
         // an equal pair found
         // report it
      }
      else {
         // not an equal pair
         // perhaps do nothing
      }
   }
}
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粗淺的想法: 4/5
1. ⽤兩個陣列 xx[ ]和 yy[ ]
  分別保存 i 和 j 的值。
2. int k 是⼀個計數器，每找
     到⼀組等值對就加1。
3. 程式中的 break 是⽤來在
    找到⼀組後跳出 j 迥圈的，
    也就是說在找到 x[i]和 y[j]
  相等之後，我們可以跳過剩下
    的 y[ ]元素。
4. 為什麼？因為陣列中的元素
    相異。

int x[m], y[n];
int xx[ ], yy[ ], k = 0;

for (i = 0; i < m; i++) 
   for (j = 0; j < n; j++) {
      if (x[i] == y[j]) {
         xx[k] = i;
         yy[k] = j;
         k++;
         break;
      }
}

因為陣列元素相異，⼀旦找到
⼀組， y[j+1]就是個不同的值。
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粗淺的想法: 5/5
1. 左邊的 EQUAL_PAIRS()函數
    是個可能的解答：

a) int x[ ]和 y[ ]是輸⼊
    陣列，各有 m和 n個元素。
b) xx[ ]和 yy[ ]是輸出
    陣列，它們分別儲存在x[ ]

和 y[ ]中等值對的位置。
c) k 是函數值，這是等值對
    的數⽬。

int EQUAL_PAIRS(int x[], int y[], 
          int m, int n, 
          int xx[], int yy[])
{
     int i, j, k;

     k = 0;
     for (i = 0; i < m; i++)
          for (j = 0; j < n; j++) 
               if (x[i] == y[j]) {
                    xx[k] = i;
                    yy[k] = j;
                    k++;
                    break;
               }
     return k;
}
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這個解答好嗎？: 1/2
1. 我們看看⽐較了多少次。
2. 在最壞的情況下，若x[i]
     不等於 y[ ]中的任何元素，
    於是j-迴圈繞n次，所以⽤
    了n個⽐較。
3. ⽽外⾯的i-廻圈也繞 m 次，
     於是總共⽐了 𝑶 𝒎×𝒏  次。
4. 若 m=n，這是⼀個⽐了 O(n2) 
      次的解答。

int EQUAL_PAIRS(int x[], int y[], 
          int m, int n, 
          int xx[], int yy[])
{
     int i, j, k;

     k = 0;
     for (i = 0; i < m; i++)
          for (j = 0; j < n; j++) 
               if (x[i] == y[j]) {
                    xx[k] = i;
                    yy[k] = j;
                    k++;
                    break;
               }
     return k;
}
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這個解答好嗎？: 2/2
1. 對初學者來說，這或許是個
    可以接受的解法。
2. 不過，這個解法卻沒有⽤到
    所有的已知條件（譬如已經
    ⾃⼩到⼤排好）。
3. 我們很容易把這個解法改得
    ⽐較好，但可能都是次要的。
4. 不過，以初學者的觀點試著
    改良也很有意義。

int EQUAL_PAIRS(int x[], int y[], 
          int m, int n, 
          int xx[], int yy[])
{
     int i, j, k;

     k = 0;
     for (i = 0; i < m; i++)
          for (j = 0; j < n; j++) 
               if (x[i] == y[j]) {
                    xx[k] = i;
                    yy[k] = j;
                    k++;
                    break;
               }
     return k;
}
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改良? 1/5
1. 我們假設 x[0] < y[0]。
2. 找⼀個 x[p] 滿⾜下式：
    x[p-1] < y[0] <= x[p]
3. 於是就不必⽐較從 x[0] 到
     x[p-1]，因為它們不可能
    在y[]中。
4. 所以， ⽤p次⽐較，可以把需要
    的⼯作降到只⽐較 x[p..m-1]
  和 y[0..n-1]。
5. 可以做得更多嗎？可以！

x[0]

y[n-1]y[0]

x[m-1]

Find a x[p] such that
x[p-1] < y[0] <= x[p]

x[p]

for (i = 0; i < m; i++)
   if (x[i] >= y[0]) {
      p = i;
      break;
   } 

p entries here Only search here
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1. 若 y[n-1] > x[m-1]，我們
     還可以把⽐較的範圍再縮短些。
2. 找⼀個 y[n-q]滿⾜下式
           y[n-(q-1)] < x[m-1] <= y[n-q]
3. 這樣，從 y[n-q]到 y[n-1]
     就不可能在 x[]內，因為它們⽐
    每⼀個 x[] 中的值都來得⼤。
4. 於是，⽤q次⽐較把⽐較的範圍
    縮⼩到x[p..m-1]
     和y[0..n-q]。

x[0]

y[n-1]y[0]

x[m-1]

Find a x[p] such that
x[p-1] < y[0] <= x[p]

x[p]

for (j = n-1; j >= 0; j--)
   if (y[j] < x[m-1]) {
      q = n-j-1;
      break;
   } 

p entries here Only search here

× y[n-q]

Find a y[n-q] such that
y[n-(q-1)]<x[m-1]<=y[n-q]

改良? 2/5
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1. 這樣，我們⽤ p 個⽐較去掉
x[]中的頭 p 個元素；⼜⽤ q 
個⽐較去掉 y[]中的後 q個元素。

2. 結果是： x[]中剩下m-p 個元
素、⽽ y[]中剩下 n-q個元素。

3. 因此，每⼀個剩下來在 x[]中的
元素 x[i] 和y[] 中剩下的部分
y[0..(n-q)]⽐較，總共需要
個 n-q ⽐較。

x[0]

y[n-1]y[0]

x[m-1]

Find a x[p] such that
x[p-1] < y[0] <= x[p]

x[p]

p entries here Only search here

× y[n-q]

Find a y[n-q] such that
y[n-(q-1)]<x[m-1]<=y[n-q]

×

改良? 3/5

for (j = n-1; j >= 0; j--)
   if (y[j] < x[m-1]) {
      q = n-j-1;
      break;
   } 
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1. 因為x[ ]中剩下 m-p 個元素，
    總⽐較次數為 (m-p)×(n-q) 。
2. 我們得⽤ p 個⽐較去掉 x[]的頭
      p 個元素，⼜⽤ q 個⽐較去掉
      y[]中尾部的 q 個元素。
3. 在最壞情況下的⽐較數是
     (m-p)×(n-q) +(p+q)。
4. 所以，最壞的情況O(m×n)沒有變，
    ⽽且還得做額外的去頭去尾的
    ⼯作。

x[0]

y[n-1]y[0]

x[m-1]

Find a x[p] such that
x[p-1] < y[0] <= x[p]

x[p]

p entries here Only search here

× y[n-q]

Find a y[n-q] such that
y[n-(q-1)]<x[m-1]<=y[n-q]

×

改良? 4/5

for (j = n-1; j >= 0; j--)
   if (y[j] < x[m-1]) {
      q = n-j-1;
      break;
   } 
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1. 加上⼀些去頭去尾的額外⼿續，
    我們的確可以做到⽐原來的
    快⼀點。
2. 不過，這並沒有對最壞的情況有
     很⼤的改善。
3. 所以，我們必須有⼀點不同的
      想法才能突破 𝑶 𝒎×𝒏  的限制。

x[0]

y[n-1]y[0]

x[m-1]

Find a x[p] such that
x[p-1] < y[0] <= x[p]

x[p]

p entries here Only search here

× y[n-q]

Find a y[n-q] such that
y[n-(q-1)]<x[m-1]<=y[n-q]

×

改良? 5/5

for (j = n-1; j >= 0; j--)
   if (y[j] < x[m-1]) {
      q = n-j-1;
      break;
   } 
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有沒有更好的辦法？

如果您學過資料結構，您可能⾺上
就會想到：⼆分搜尋（Binary 

Search）
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基本想法: 1/2
1. 陣列y[ ]中各元素⾃
    ⼩到⼤排好、⽽且全不相同。
2. 若 DATA 是⼀個給定的資料，
    它在陣列 y[ ]中嗎？若在，
    ⼜在何處？

left  = 0;
right = n-1;
while (left <= right) {
   mid = (left + right)/2;
   if (DATA == y[mid]) {
      // found at mid
      // return mid
   }
   else if (DATA < y[mid])
      right = mid - 1;
   else
      left  = mid + 1;
   }
}
// return not-found

left mid right

=< >
找到下次搜這邊 下次搜這邊
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基本想法: 2/2
1. 每次⽐較後搜尋的範圍都減半，
     所以這個廻圈最多繞 log2(n) 次
     就知道有否找到DATA。
2. 所以最壞情況下會⽤到2×log2(n)
     亦即O(log2(n))次⽐較。

left  = 0;
right = n-1;
while (left <= right) {
   mid = (left + right)/2;
   if (DATA == y[mid]) {
      // found at mid
      // return mid
   }
   else if (DATA < y[mid])
      right = mid - 1;
   else
      left  = mid + 1;
   }
}
// return not-found

left mid right

=< >
找到下次搜這邊 下次搜這邊
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int EQUAL_PAIRS(int x[], int y[], 
     int m, int n, int xx[], int yy[])
{
   int i, j, k = 0;
   int left, right, mid;

   for (i = 0; i < m; i++) {
      left  = 0;   right = n-1;
      while (left <= right) {
         mid = (left + right)/2;
         if (x[i] == y[mid]) {
            xx[k] = i;  yy[k] = mid;
            k++;
            break;
         }
         else if (x[i] < y[mid])
            right = mid - 1;
         else
            left  = mid + 1;
      }
   }
   return k;
}

解答: 1/6
1. 左邊是個可能的解答。
2. 對每⼀個 i ，在y[]中找x[i]。
3. 若找到了 x[i]，把位置存⼊
    xx[] 和 yy[]、並且把等值對
    數⽬ (int k) 加1。

4. 程式中每繞⼀次得⽤2個⽐較。
5. 因為每⼀次搜尋需要 O(log2(n)) 
     個⽐較，⽽x[] 有m個元素，
    總⽐較數為 O(m×log2(n)) 。

binary search
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int EQUAL_PAIRS(int x[], int y[], 
     int m, int n, int xx[], int yy[])
{
   int i, j, k = 0;
   int left, right, mid;

   for (i = 0; i < m; i++) {
      left  = 0;   right = n-1;
      while (left <= right) {
         mid = (left + right)/2;
         if (x[i] == y[mid]) {
            xx[k] = i;  yy[k] = mid;
            k++;
            break;
         }
         else if (x[i] < y[mid])
            right = mid - 1;
         else
            left  = mid + 1;
      }
   }
   return k;
}

解答: 2/6
1. ⽤ x[i] 搜尋 y[] 的⽐較數⽬
            O(m×log2(n)).
2. ⽤ y[j] 搜尋 x[] 的⽐較數⽬
            O(n×log2(m)).
3. 哪種⽅式⽐較好？
4. 直覺的看法是：⽤短的陣列去
    搜⻑的陣列⽐較好，因為log2()
      ⽐較⼩。
6. 有沒有證明呢？

binary search
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解答: 3/6
1. 左邊的表提示了x 和對應的
      log2(x)。
2. 很明題地，log2(x) 的增⻑⽐ x 的
    增⻑慢很多。
3. 所以，使⽤短陣列去搜⻑陣列
    ⽐較快。
4. 這是個觀察，⽽我們需要証明。

x log2(x) 四拾五⼊
1 0 0

10 3.322 4
100 6.644 7

1,000 9.966 10
10,000 13.288 14

100,000 16.610 17
1,000,000 19.932 20

10,000,000 23.253 24
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解答: 4/6

2 2

2 2

log ( ) log ( )

log ( ) log ( )

m n n m
m n
m n

<=>

<=>

1. 假設m < n，我們要證明⽤短陣
    列去搜⻑陣列的⽐較數⽬
     (mlog2(n))要⽐⽤⻑陣列搜短陣
    列的⽐較數⽬ (nlog2(m)) 來得少。
2. 兩邊同除 log2(n)×log2(m).
3. 我們得到⼀個函數： 
            f(x)=x/log2(x).

?

2

( )
log ( )
xf x
x

=

若 f(x) 是個上升（增加）函數，
m < n 表示 m/log2(m) < n/log2(n) ；
因此就相當於mlog2(n) < nlog2(m)。

Let



24

解答: 5/6
1. 若 x=1，log2(1)=0 ⽽且 f(x) = ∞ 。
2. 計算 f(x) 的導數如下：2

ln(2)( )
log ( ) ln( )ln( )

ln(2)

x x xf x
x xx

= = =
æ ö
ç ÷
è ø

( )

( )

2

2

ln(2)
ln( )

(ln( ))ln( )
ln(2)

ln( )
ln( ) 1ln(2)
ln( )

df d x
dx dx x

dx d xx x
dx dx

x
x
x

æ ö
= ç ÷

è ø

-
=

-
=

(ln( )) 1d x
dx x

=
若 f(x) 是個上升（增加）函數，
m < n 表示 m/log2(m) < n/log2(n) ；
因此就相當於mlog2(n) < nlog2(m)。
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解答: 6/6
1. f(x) 的極⼩值在 x=e，因為
     f’(e)=0 。
2. f(e) = e/log2(e)=1.884169.
3. (e, 1.884169) 是極⼩值所在。
4. 若 x > e， f(x)的值是上升！
5. 所以，只要 m 和 n ⼤於等於 2，
    ⽤短陣列去搜⻑陣列會⽤較少
    的⽐較次數。

( )

2

2

ln(2)( )
log ( ) ln( )

ln( ) 1ln(2)
ln( )

x xf x
x x

df x
dx x

= =

-
=

(e, 1.884169)是極⼩值

f(x) is increasing slowly

若 f(x) 是個上升（增加）函數，
m < n 表示 m/log2(m) < n/log2(n) ；
因此就相當於mlog2(n) < nlog2(m)。
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題外話：質數分佈函數

𝑔 𝑥 =
𝑥

ln(𝑥)

𝝅 𝒙 :⽐ x ⼩的質數個數

這個函數叫做質數分佈函數，它的意義是：
當x⾜夠⼤時，⽐x⼩的質數個數⼤致上就是x/ln(x) 。
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int EQUAL_PAIRS(int x[], int y[], 
     int m, int n, int xx[], int yy[])
{
   int i, j, k = 0;
   int left, right, mid;

   for (i = 0; i < m; i++) {
      if (y[0] <= x[i] &&
          x[i] <= y[n-1]) {
         //
         // do a binary search
         //
   }

改良: 1/3
1. ⼀個很顯⽽易⾒的改良就是：
    若 x[i] 不在 y[0] 和 y[n-1]
  之間就不搜尋！
2. 理由就是：若x[i]不在y[]的
     範圍內，就找不到它！搜尋就
     徒勞無功。
3. 縱使如此，也不會改變最壞的
    情況。考慮以下兩個陣列：
   x[] = { 1, 3, 5, 7, 9} 
       y[] = { 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12}.

binary search
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改良: 2/3
1. 和上⼀個⽅法⼀樣，我們也可以
    把 x[] 和 y[] 去頭去尾、期望
    再降低些⽐較數⽬。
2. 不過，這樣做對最壞的情況不會
    有什麼幫助，因為 p 和 q 可能
    都是 0！

x[0]

y[n-1]y[0]

x[m-1]

Find a x[p] such that
x[p-1] < y[0] <= x[p]

x[p]

p entries here Only search here

× y[n-q]

Find a y[n-q] such that
y[n-(q-1)]<x[m-1]<=y[n-q]

×

for (j = n-1; j >= 0; j--)
   if (y[j] < x[m-1]) {
      q = n-j-1;
      break;
   } 
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改良: 3/3
1. 若 x[i]和 y[j]相等，於是
     x[i+1..m-1]這⼀段就不會和
    y[0..j]這⼀段中任何元素相同。
2. 原因就是 x[]和 y[]都是⾃
    ⼩到⼤排好，⽽且值都不相同。
3. 因此，若 x[i] = y[j]，
     x[i+1] 的搜尋範圍就是從
      y[j+1]到 y[n-1]。
4. 然⽽，這樣做仍然無法改善
     最壞的情況（若完全沒有等值對）。
5. 不過，這卻是很重要、到達
    最佳解的觀察。

x[0]

y[n-1]y[0]

x[m-1]x[i]

y[j]

=

all larger than x[i]

all larger than y[j]
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⼀個最佳解
到⽬前為⽌，我們已經有了達到

這個⽬的的所有⼯具
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想法: 1/5
1. 若 x[i] = y[j]，所有在
      x[i+1..m-1]裡頭的元素都
     不可能在 y[0..j] 中出現。
2. 同樣地， y[j+1..n-1]中的元
    素也不可能在x[0..i]中出現。
3. 原因： x[]和 y[] 都是⾃⼩
    到⼤排好、⽽且值都不相同。
4. 所以，若x[i] = y[j]，搜尋
    的範圍就限制在 x[i+1..m-1]
  和 y[j+1..n-1].。

x[0]

y[n-1]y[0]

x[m-1]x[i]

y[j]

=

都⼤於 x[i]

都⼤於 y[j]

1 3 6 7 9 11

2 4 6 8 10 12 14

x[i]

y[j]

j++

i++
i和j都加1
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想法: 2/5
1. 若 x[i] < y[j]，下⼀步為何？
2. 當然，x[i]不可能在
      y[j..n-1]裡頭。
3. 所以，我們放棄x[i]⽽
     改⽤x[i+1]。
4. 換⾔之，若x[i] < y[j]，
     我們把i 移到下⼀個x[i+1]。

x[0]

y[n-1]y[0]

x[m-1]x[i]

y[j]

<

1 3 6 7 9 11

2 4 6 8 10 12 14

x[i]

y[j]

i++

都⼤於 y[j]

都⼤於 x[i]

i加1
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想法: 3/5
1. 若 x[i] > y[j]，下⼀步為何？
2. 當然，y[j]不可能在
     x[i..m-1]裡頭。
3. 所以，我們放棄 y[j]⽽改⽤
      y[j+1]。
4. 換⾔之，若 x[i] > y[j]，
     我們把 j 移到下⼀個元素。

x[0]

y[n-1]y[0]

x[m-1]x[i]

y[j]

>

1 3 6 7 9 11

2 4 6 8 10 12 14

x[i]

y[j]

j++

都⼤於 y[j]

都⼤於 x[i]

j加1
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想法: 4/5
1. 我們有三種情況：

a) 若x[i] < y[j]，執⾏ i++
   把 x[i] 移到下⼀個位置
b) 若x[i] > y[j]，執⾏ j++
   把 y[j]移到下⼀個位置
c) 若 x[i] = y[j], 執⾏ i++ 
       和 j++ 把x[i]和y[j]兩者
     都移到下⼀個位置

2. 這樣，每繞⼀次最多⽤兩次
    ⽐較

x[0]

y[n-1]y[0]

x[m-1]x[i]

y[j]

< = >
都⼤於 y[j]

都⼤於 x[i]
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想法: 5/5
1. i和 j 都得從 0 開始！
2. 只要 x[i]和 y[j]中還有未⽐
     過的，這個過程就⼀直反覆。
3. 所以，廻圈結構如左：

i = j = 0;
while (i < m && j < n) {
   //
   // do the comparisons
   //
}
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解答

1. 我們有三種情況：
a) 若x[i] < y[j]，執⾏ i++
   把 x[i] 移到下⼀個位置
b) 若x[i] > y[j]，執⾏ j++
   把 y[j]移到下⼀個位置
c) 若 x[i] = y[j], 執⾏ i++ 
       和 j++ 把x[i]和y[j]兩者
     都移到下⼀個位置

int EQUAL_PAIRS(int x[], int y[], 
         int m, int n, int xx[], int yy[])
{
     int i, j, k;

     i = j = k = 0;
     while (i < m && j < n) {
          if (x[i] < y[j])
               i++;
          else if (x[i] > y[j])
               j++;
          else {
               xx[k] = i;
               yy[k] = j;
               i++;
               j++;
               k++;
          }
     }
     return k;
}
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分析: 1/5
1. ⽤了多少次⽐較？
2. 若x[i] < y[j]，於是 i++
  ⽤了1次⽐較
1. 若 x[i] > y[j]，於是 j++
   ⽤了2次⽐較
1. 若x[i] = y[j]，於是 i++ 和
     j++ ⽤了2 次⽐較

int EQUAL_PAIRS(int x[], int y[], 
         int m, int n, int xx[], int yy[])
{
     int i, j, k;

     i = j = k = 0;
     while (i < m && j < n) {
          if (x[i] < y[j])
               i++;
          else if (x[i] > y[j])
               j++;
          else {
               i++;
               j++;
          }
     }
     return k;
}
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分析: 2/5
1. ⽤了多少次⽐較？
2. 若 i 移了m 次⽽ j 移了 n 次，

總⽐較次數為 m+2n ！
3. 這事實上可能嗎？
4. 當然可能！
5. 若x[m-1] 和 y[n-1] 相等，於

是 “i移了m 次⽽且j 移了n 次”。
6. 於是總共有 m+2n 次⽐較，也就

是個 O(m+2n) 的解答。

int EQUAL_PAIRS(int x[], int y[], 
         int m, int n, int xx[], int yy[])
{
     int i, j, k;

     i = j = k = 0;
     while (i < m && j < n) {
          if (x[i] < y[j])
               i++;
          else if (x[i] > y[j])
               j++;
          else {
               i++;
               j++;
          }
     }
     return k;
}
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分析: 3/5
1. 假設 m < n.
2. 若對每⼀個 i⽽⾔都有
 x[i] = y[i] ，於是每次 j++

  時都要 2 次⽐較，總⽐較
     次數為 2m。

int EQUAL_PAIRS(int x[], int y[], 
         int m, int n, int xx[], int yy[])
{
     int i, j, k;

     i = j = k = 0;
     while (i < m && j < n) {
          if (x[i] < y[j])
               i++;
          else if (x[i] > y[j])
               j++;
          else {
               i++;
               j++;
          }
     }
     return k;
}



40

分析: 4/5
1. 假設 m < n.
2. 若 x[m-1] < y[0]，每⼀次⽐

較都是 “<”，只需要 m 次⽐較。
3. 另⼀⽅⾯，若x[0] > y[n-1]，

則每⼀次⽐較都是 “>”，總⽐較
數是 2n。

int EQUAL_PAIRS(int x[], int y[], 
         int m, int n, int xx[], int yy[])
{
     int i, j, k;

     i = j = k = 0;
     while (i < m && j < n) {
          if (x[i] < y[j])
               i++;
          else if (x[i] > y[j])
               j++;
          else {
               i++;
               j++;
          }
     }
     return k;
}
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分析: 5/5
1. 假設 m < n.
2. 在叫⽤EQUAL_PAIRS()時，給

x[]⻑的陣列、給 y[]短的陣列，
可以使 m+2n⽐較⼩。

int EQUAL_PAIRS(int x[], int y[], 
         int m, int n, int xx[], int yy[])
{
     int i, j, k;

     i = j = k = 0;
     while (i < m && j < n) {
          if (x[i] < y[j])
               i++;
          else if (x[i] > y[j])
               j++;
          else {
               i++;
               j++;
          }
     }
     return k;
}
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範例: 1/5
• 開始時，i和 j 為 0。

0    1     2      3      4      5      6 

1  2  3   8  14  …

4  5  6   7  10  11  12  14  …
 0     1     2       3       4       5       6       7

i

j

x[]

y[]

< Comparison steps  : 0
> Comparison steps  : 0
¨ Previous total    : 0
¨ Total comparisons : 0

No of <     : 0
No of > & = : 0
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範例: 2/5
• 因為 x[0]<y[0]，執⾏ i++
• 直到滿⾜ x[3]>y[0] 為⽌。
• 我們有3次 < 和 1 次 >。
• 於是 i=3 ⽽且j 移到 1 。

0    1     2      3      4      5      6 

1  2  3   8  14  …

4  5  6   7  10  11  12  14  …
 0     1     2       3       4       5       6       7

i

j

x[]

y[]

< Comparison steps  : 3
> Comparison steps  : 1
¨ Previous total    : 0
¨ Total comparisons : 3+1×2 = 5

< < < > No of <     : 3
No of > & = : 1
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範例: 3/5
• 因為 x[3]>y[1], 執⾏ j++
    直到滿⾜ x[3]<y[4]為⽌。
• 我們有3次 > 和 1 次 <。
• 於是 j=4 ⽽且i 移到 4 。

0    1     2      3      4      5      6 

1  2  3   8  14  …

4  5  6   7  10  11  12  14  …
 0     1     2       3       4       5       6       7

i

j

x[]

y[]

< Comparison steps  : 1
> Comparison steps  : 3
¨ Previous total    : 5
¨ Total comparisons : 5+(1+3×2) = 12

> > > < No of <     : 1
No of > & = : 3
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範例: 4/5
• 因為 x[4]>y[4], 執⾏ j++ 
    直到滿⾜ x[4] = y[7] 為⽌。
• 我們有3次 > 和 1 次 =。
• 於是 i = 4⽽且 j = 7.

0    1     2      3      4      5      6 

1  2  3   8  14  …

4  5  6   7  10  11  12  14  …
 0     1     2       3       4       5       6       7

i

j

x[]

y[]

< Comparison steps  : 1
> Comparison steps  : 1
¨ Previous total    : 12
¨ Total comparisons : 12+(0+4×2) = 20

> > > = No of <     : 0
No of > & = : 4
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範例: 5/5
• 總⽐較次數為 20 = 4(<)+2×8(>)。
• 這正好等於 m+2n = 4+2×8 。
• 下⼀步是 i++ 和 j++。

0    1     2      3      4      5      6 

1  2  3   8  14  …

4  5  6   7  10  11  12  14  …
 0     1     2       3       4       5       6       7

i

j

x[]

y[]

¨ Total comparisons : 20

> =
< < < >

> > > < > > No of <     : 4
No of > & = : 8



改良?

q當下式為真時，很容易可以降低⽐較次數：
     x[0] > y[n-1] 或 x[m-1] < y[0].
q前⾯討論過的技巧也有可能降低⽐較次數。
q不過以最壞情況⽽⾔，功效是有限的。
q若使⽤ p次和 q 次⽐較分別刪去 x[] 的前段⼀部份和 
y[] 後段⼀部份，總⽐較次數為

          (p+q)+[(m-p)+2(n-q)] = (m+2n)-q
   但 q 可能為0、⽽ p 則沒有作⽤。
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總結



我們學到了什麼?

q這道等值對題是初學者很好的程式設計習題。
q若要⽤到所有的已知條件，對初學者可能有點難

度。
q我們從⼀個很粗淺的 O(m×n) 解法開頭、發展成

⼀個⽤⼆分搜尋法的 O(min(m,n)log2(max(m,n)) 
解法，最後到達使⽤ O(m+2n)次⽐較的最佳解法。

49

O(n2)           O(nlog2(n))           O(n)



想⼀想

q如果我們把元素相異的條件拿掉呢？譬如說，若
x[3..5] 有 4、 4和 4，⽽ y[7..8] 是 4 和 4，
那麼程式就應該報告等值對為 x[3] 和 y[7]、 
x[3] 和 y[8]、x[4] 和 y[7]、 x[4] 和
y[8]、 x[5] 和 y[7]、 x[5] 和 y[8]。請修
改程式達成這個⽬的。

q如果把⾃⼩到⼤排好的條件去掉，我們可以把兩個
陣列排序，解答⾃然就不可能是線性的，若只排⼀
個陣列呢？

50
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題外話
§往後各講的題目有不少會出自拙
著名題精選百則

§這本書是在1989年出版、⾄今
35年，⽽今對各題的了解當然有
所⻑進，⽽且寫書有⾴數限制，
因此影⽚中的講解會⽐書裡頭的
更細膩、更詳細、也更完整。
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謝謝收看
Happy Programming!


